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INTRQDUCTION 
Soit G un groupe algkbrique semi-simple connexe sur un corps k algkbti- 
quement clos de caractkristique nuile. Soit 5 un automorphisme involutif 
de G; notons K le sous-groupe de G formk des points fixes de U. Dans de 
nombreux problimes concernant l’espace symktrique G/K? il est utile d’en 
avoir une “bonne compactification”. Si le groupe G est adjoint, il y a URC 
manike canonique de compactifier G/K: on considke les aigkbres de Lie 
9 et f de G et K. Soit Y la dimension de f; interprktons f comme un point 
de la grassmanienne Grass,(g) des sous-espaces de diemnsion Y de 9. 
L’adhkrence 1 de la G-orbite de f dans Grass,(g) est une ““compactifica- 
tion” (projective) G-kquivariante de G,!K. 
Dans Ie cas oti G est le groupe projectif lirkaire et oti K est l’image dans 
G du groupe orthogonal ou symplectique, la variktt: x a ttk introduite et 
ttudike par Demazure [De]. GCniralisant ses rtsultats au cas d’un espace 
symktrique quelconque, De Concini et Procesi ont prouvk que g est lisse, - 
et ont dtcrit les orbites de G dans x: elles sont en nombre fini, leers 
adhkrences ont lisses et intersections transverses d’adhkrences d’orbites de 
codimension 1; il n’y a qu’une orbite fermke ~.. (pour plus de d&ails, voir 
[DPl] j. LVtude de X trouve sa motivation et ses applications dans 
probI&mes classiques de gkom&ie Cnumkrative, par exemple SUF Bes q.u 
ques lisses, qui forment respace symkrique P.YL,!‘PS@,, (voir fD 
[DP’T!], [DGMP]). 
Par ailleurs, Luna et Vust ont dCveloppts une tktorie g&kale des 
plongements d’un espace homogkne G/H, oti H est un sous-groupe algtbti- 
que quelconque de G [LV]. Si de plus H est un sow-groups ~@&igw de 
6, c’est-A-dire si tout sous-groupe de Bore1 de G a une orbite ouverte clans 
G/H3 cette thkorie se simplifie et se prkcise notablement [ 
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En particulier, parmi les plongements normaux, complets, avec une seule 
orbite fermee, de l’espace homogene sphtrique G/H, il y en a un qui 
domine tous les autres; on l’appelle le plongement magkjlque de G/H. (On 
suppose ici que H est egal a son normalisateur; dans le cas general, le 
role jout par le normalisateur dun sous-groupe spherique est assez bien 
compris, cf. [BP, 051). 
Soit G/K un espace symetrique adjoint. 11 est bien connu que G/K est 
sphtrique, et on montre sans peine que le “plongement de Demazure” X est 
le plongement magnifique. D’autre part, si H est un sous-groupe spherique 
de G, tgal a son normalisateur, la construction de Demazure fournit 
toujours un plongement projectif x de G/H. Dans le premiere partie de ce 
travail, on montre que la normalisation de x est le plongement magnifique 
de G/H. De plus, x est form&e d’algebres de Lie de sous-groupes pheriques 
de G, qui ont des liens Ctroits avec les “plongements Clementaires” de G/H 
[LV, 531. On applique les resultats obtenus A la description du librt 
tangent de certains plongements de G/H, en genkalisant des proprietes 
bien connues des varietts toriques [Oda, chapitre 31. 
Revenons au cas de l’espace symttrique adjoint G/K. La gtometrie de 1 
est like au “petit systeme de racines” de G/K. Plus precidment, soit A un 
tore maximal o-anisotrope de G (i.e., o(a) = a- ’ pour tout a E A, et A est 
maximal pour cette propritte). Soit W le quotient du normalisateur de A 
par son centralisateur; c’est le “petit groupe de Weyl”. L’adhtrence A . f de 
l’orbite A . f dans g est un plongement projectif lisse du tore A/A n K 
[DPl]. D’apres [Ke], on peut lui associer une decomposition de a’ (le 
dual de l’algebre de Lie a de A) en cones convexes polyedraux, qui n’est 
autre que la decomposition de a’ en chambres de w [DPl]. En particulier, 
le choix dune chambre determine un ouvert afline Z de A . f, stable par A, 
tel que A . f = w. 2. Toute orbite de G dans x coupe Z, suivant une unique 
orbite de ,4. L’ensemble des poids de A dans l’algebre k[Z] des fonctions 
rtgulieres sur Z, est le mono’ide engendre par les racines restreintes 
positives. 
Pour tout espace homogene spherique G/H, on peut definir des tores de 
G qui gtneralisent les tores a-anisotropes maximaux (pour plus de preci- 
sions, voir [BLV]). Soit C un tel tore. Dans l’adherence C. h de C. b c x, 
on peut trouver un ouvert affme Z stable par C, tel que toute orbite de G 
dans 3 coupe Z suivant une unique orbite de C [BP, 3.41. Pour etudier 2, 
il suffit de decrire le mono’ide A’ form& des poids de C dans k[Z]; c’est ce 
qu’on entreprend dans les deuxieme et troisieme parties, On peut ainsi 
decrire le cone des valuations de G/H, et les algebres de Lie d’isotropie des 
plongements elementaires de G/H, c’est-a-dire les “limites” de l’algebre de 
Lie de M, on precise ainsi les rlsultats de [BP]. On montre egalement que 
le cone engendrt par A! est aussi engendre par les racines positives dun 
certain systeme de racines. 
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A tout espace homogene sphirique G/H, ou W = N,(H), est done associl 
un “petis systeme de racines”, avec un “petit groupe de Weyl” qui 
gentralise celui dun espace symttrique. Ce resultat est assez surprenant, 
car les hypotheses sur H sont plutot faibles; en particuher PI peut ne pas 
&se reductif. 11 a comme corollaire que le plongement magnifique de G!ir 
est une variete toroi’dale quasi-hsse au sens de [D] (voir aussi [S]). II. 
suscite un grand nombre de questions; quelques-unes sent pokes en 3.6. Pe 
probleme principal est certainement le suivant: le plongement de Demaaure 
8 est-il normal, ou mCme Ike? 
Le petit groupe de Weyl dun espace symttrique G,‘K apparaiit naturelk- 
merit Icrsqu’on ttudie l’action lineaire de K dans g/I: la restriction i une 
sous-algebre de Cartan a induit un isomorphisme entre fonctions polyco- 
miales X-invariantes sur g/f, et fonctions polynomiales E-invariantes SUP Q 
Ce type de resultats a eti: Ctendu indtpendamment par D, Panyushev 
(manuscript 1988) et F. Knop (voir [Kn]) a I’action dun sow-groupe 
sphirique N dans le dual de g/h 11s ont defini a&i un “‘petit groupe de 
Weyl” pour tout espace homogene spherique (Knop a mtme un rtsulrat 
valable pour tout espace homogene). I1 serait interessant de comparer cette 
approche a celle du present travail. 
Je remercie D. Luna et T. Vust pour leurs remarques et critiques A 
os dune premiere version de cet article. I1 va de soi que tou:es ks 
erreurs et obscurites restantes sont uniquement de mon fait. 
1. LE PLONGEMENT DE DEIEAZURE 
1.1. Notations. Soient G un groupe semi-simple connexe sur un corps k 
algebriquement cios de caracteristique nuile, et N un sous-groupe algibri- 
que de 6, &gal a son normalisateur. Notons 9, b les algebres de Lie de G, E 
Notons !’ la dimension de H, et Grass,(g) la grassmanienne des sous- 
espaces vecroriels de dimension T de g; Test une varitte 
iaquelie G opere. L’ensemble Lie,(g) des sow-algebres de Lie de dimension 
I’ de g, est une sow-variett fermte de Crass,,(g). On note X L’adhirence de 
i’orbite G b dans Lie,(g); c’est un plo~gement projectif (peut-2tre nor 
normal) de respace homogene G/H2 qu’on appellera. ~~~~~~.~~~~~ ’ ge 
DC~E~~il~~. 
On suppose que H est un sous-groupe spherique de G [BL.V, 901. 
Choisissons un sous-groupe de Borei B de G tel que BH soit owert dans 
6. Disignons par P l’ensemble des s E G tels que sBH = BH. c’est un sous- 
groupe parabolique de G, dont on note P” le radical unipotent. Choisissons 
un sow-groupe de Levi L de P, adapt6 a PI [BLV, 4.21; soit C la com- 
posante neutre du centre de L. L’intersection Z n M contient Ie sow-groupe 
&xiv6 (L, L) de L. 
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Soit (X, x) un plongement Clementaire de G/H [LV, 3.31; c’est un 
plongement lisse, compose de deux orbites de G dont une de codimension 
1, not&e X’. Choisissons un sous-groupe a un parametre 3, de C, adapt6 a 
X; cela signifie que lim, +0 A( t)x = x’ existe, appartient a X’, et que B . x’ 
est ouvert dans x’. Alors B. x u B. x’ est ouvert dans X, et l’application 
P”x (C.xv C.x’)+ B.xu B.x’ 
est un isomorphisme [BLV, 4.21. De plus, C. x u Cx’ est isomorphe au 
quotient de (C/Cn H) x k par l’image de J (on fait optrer 1 sur C/Cn H 
par translations, et sur k par homotheties). 
Notons H’ le groupe d’isotropie de x’ dans G; il opere dans l’espace 
tangent T,,X en 3~’ a X, et laisse stable TJ’. Remarquons que H’ opbre 
dans l’espace normal (de dimenson 1) T,. X/T,, X’ via un caractere non 
trivial X; en effet H’ contient l’image de 1, qui opere non trivialement dans 
TX, (C . x u C. x’)/T,, (C x’). Notons H, le noyau de X. 
1.2. PROPOSITION. L’algPbre de Lie de Hi, est igale ti lim, +0 l(t)lj. 
Dhnonstration. On utilise la deformation de X au fibre normal de X’; 
rappelons-en brievement la construction. Considerons l’eclatement de 
x’ x (0) dans Xx k; l’image rtciproque de x’ x (0) contient un diviseur 
isomorphe a X; soit Z son complementaire. L’application p: Z + k (com- 
poke de Z+ Xx kz k) est plate; p-‘(k*) s’identifie a Xx k*, et p-‘(O) 
est isomorphe au fibre normal de x’ dans X. Le groupe G = G x k* opere 
dans Xx k, done dans Z, et p est tquivariante (on fait operer G dans k via 
k* operant par homotheties). On voit saris ma1 que (Z, (x, 1)) est un 
plongement lisse de c/Hx { 1 }, avec une orbite (de codimension 1) 
Z’ isomorphe a G/H,, oti k* opere via ,I dans G/H,. De plus, 
z’ = lim,,,(A(t), t)(x, 1) existe, appartient a Z’, et G,, (le groupe d’iso- 
tropie de z’) est &gal a H,. Du lemme ci-dessous resulte que lim,,, A(t) g, 
est egale a l’algebre de Lie de G=,. 
LEMME. Soit A un groupe algdbrique op.&ant dans une oar&& he Y. 
Soient p un sous-groupe ci un parametre de A, et YE Y tels que 
y’= lim,,, p(t) y existe dans Y. Alors y’ est fixPe par lim,,, p(t)a, (oti a 
est l’algtbre de Lie de A). 
Preuve du lemme. Notons TY le fibre tangent de Y; l’action de A dans 
Y induit un morphisme de fibrts Y x a + TY, d’oti Y x A’ a + A” TY oti 
s = dim ay . L’image reciproque de la section nulle de A” TY est fermee dans 
Yxjj\‘a,d’oti {(a,b)~YxLie,(a))bfixea}estfermCdans YxLie,(a).Le 
lemme en resulte aussitot. 
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COROLLAIRE. L'al,Pbrc de Lie de H’ est iga!e L2 kdJ.( i ) @ lh, _ O & ?) 4 
(on note dA(l) la diff&rentielle en I de 1.: k* + G:). 
DPmonstration. Le sous-groupe H, est de co imension 1 dans H’: et ne 
contient pas I’image de i. 
1.3. On note p, p”, L, . . . les algtbres de Lie de R, PI’. L: . . . . Soit c9 
Yorthogonal de c n h dans c pour la forme de Killing; on a t = (c n h) @ CI. 
PROPOSITION. (i) Toute orbite de G dans p contient un point b: !ei qw 
I A b1 = I n b et p” @ a @ ljI = g. Tout point de g est I’aigPbre de Lie d’un 
sowgroupe sphtrique de G. 
(ii) I! n’y a qu’une orbite fermte de G dans x; c’est cei’le de 
CJ” @ (I n Ij j, o& Q est Ie sous-groupe parabolique de G teE que P n Q = L. 
DPmorzstration. (i) Soit @I une orbite de G dans 3. El existe un plonge- 
ment eltmentaire (A’, x) de G/H et un G-morphisme y,: X-+ x tel qze 
q(x) = Jj et p(Y)= 6 [LV, 3.41. Soit I’ comme en 1.1; montrons que 
cp(x’) = h1 convient. En effet, on a une immersion ouverte de k” x 
(,C.xuC.x’)dansX,d’o~p”O(c+t))=p”O(c+~’)=g~depluscni~‘= 
k &( i ) 0 (c A h j. Choisissons i, comme en 1 .I, de sorte que &i(l) E a. Alors 
p”@(a+f)‘)=g, et anlj’=kdE.(l). De plus, x’=lim,~,,A/!).x d’oti 
i), =Iim I -O A(t)h. D’apres la proposition 1.2, on a bien L n h! = E n b et 
p” $ u 0 hI = g. De plus h, est I’algebre de Lie du groupe M;., qui est 
spherique dans G puisque b + h1 = g. 
(ii) Soit T un tore maximal de B n L. Notons @ le systeme de racines 
de (6, n @+ ceiui de (II, T), et Y ceiui de (L, T). Pour tout 0: E @. 
choisissons un vecteur propre X, de T dans g7 de poids a. Soit h, comme 
en (i). On a ~“~a~~l=g=p”~I~q”=p”~a~(ln~)~q”. Par suite, 
si on note (pour CI E @ + \ V) Yx la projection de A-- I sur b r . ~ara~~~~erne~t 
A ~“$a, on a: 61=(ln~)00..~+,,~kY,. Soir p un sous-groupe B un 
rametre de T tel que (k, a) > 0 pour tout a E 
EK.-l-(pUCGaujy resulte que ~(t)[Y,]-s,,, [X 
projectif de g; d’oti immediatement ,u( I) h 1 --+ i _ o 
de toute orbite de G dans j contient done q” @ (f n E,). 
1.4. Puisque H est Cgal a son normalisareur dans G. l’espace 
homogene G!H admet un plongement canonique, appeli le pt’ongemenr 
magn$que [BP, 5.33. C’est le plus grand plongement simple complet de 
G/H (rappelons qu’un plongement est dit simple s’il ne contient qu.‘une 
orbite fermee de G; le plongement Z est plus grand que Z’ s’il e&e cr 
morphisme de plongements de Z vers Z’). 
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TH~OR~ME. La normalisation de X est isomorphe au plongement tnagnzfi- 
que de G/H. 
Demonstration. Elle repose sur le lemme suivant: 
LEMME. Soit (Z, z) un plongement complet simple de G/H. Les conditions 
suivantes ont Pquivalentes : 
(i) Z est isomorphe au plongement magn$que de G/H. 
(ii) Qzzel que soit le plongement Plementaire (X, s) de G/H, avec x’ 
dans son orbite fermte, et cp: X -+ Z l’zmique morphisme de plongements 
[LV, 6.31, la dimension de lafibre de cp en x’ est egale h dim N,(G,,)/G,,. 
Preuve du lemme. On reprend les notations de [BP, 521. 
(i) * (ii) D’apres [BP, 5.31 la dimension de NG(G,S)/G,S est celle du 
plus grand sous-espace vectoriel contenu dans le cone des valuations 
CF’(GG/G,,). En outre CV(G/G,,) s’identitie au quotient de CV(G/H) par 
Q + u oti v est la valuation associte au plongement Cltmentaire X [BP, 3.61. 
Done dim N, (G,,)/G,, est la dimension de la plus grande facette 
de CV(G/H) contenant v, moins un. D’autre part, la dimension de la fibre 
de q en x est dim G .x’ - dim G. cp(x’) = dimG/H- dim G. cp(x’) - 1, et 
dim G/H- dim G. cp(.~‘) est la codimension de l’orbite de cp(?c’) dans le 
plongement magnifique, c’est-a-dire la dimension de la plus grande facette 
de CV(G/H) contenant 1’ [BP; $31. 
(ii) = (i) Comme Z est simple complet, il existe un morphisme de 
plongements rr : B + Z oti 2 est le plongement magnifique. Tout plonge- 
ment Clementaire (X, n) admet un morphisme q vers 2; par hypothese, les 
fibres de cp et de 7t~ cp ont la m&me dimension. On en deduit immediate- 
ment que rc est a fibres tinies. D’apres le theoreme principal de Zariski, 7c 
est un isomorphisme. 
Fin de la demonstration. Soit (X, X) un plongement ellmentaire de G/H, 
avec un sous-groupe a un parametre adapt6 1. I1 existe un unique 
G-morphisme cp: X+x tel que q(x)= h. Posons x’=lim, +,, l(t)x et 
hr = qo(x’). Alors h1 est l’algebre de Lie dun sous-groupe H, de G,, = H’ 
(proposition 1.2); de plus HA est spherique dans G (proposition 1.3), et 
normal dans H’. Par suite HA et H’ ont mCme normalisateur [BP, 5.11. La 
dimension de la fibre de cp en s’ est dim G . x’ - dim G . h , = dim N, (h r ) - 
dim H’ = dim N,(H’) - dim H’; le lemme s’applique. 
1.5. Le theoreme 1.4 a un corollaire surprenant. Pour l’tnoncer, on 
a besoin de quelques notations suppltmentaires. 
Notons Y+ (resp. 9’+ + ) I ensemble des fonctions regulieres f sur G telles 
que f( 1) = 1 et f ne s’annule pas sur BH (resp. l’ensemble des zeros de f 
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est G;,,,BN). Tout element de P+ est vecteur propre de 5 (et meme de P; 
operant sur G par translations a gauche. On suppose que i’algebre des 
fonctions rtgulieres sur G est factorielle (c’est ie cas si G est simplemeni 
connexe). Si D,, . ..~ D, sont les composantes irreductibles du diviseur 
G’,,,BH, on a des f,, . . . . fte 9?+, equations de D,, . . . . D,. Tout eltment de P+ 
(resp. 9, + ) s’ecrit de facon unique sous la forme .f;‘! ~. j”;!, oti les n. son! 
des entiers positifs ou nuls (resp. positifs). Notons i.i ie poids de .,ii par 
rapport a B. 
hOPOSITION. xi= I /ii < 2~ oil f~ est ia SO~?W?!P des poids fidamerztak~ 
de 8. 
e)6mo~rration. Le groupe H a un point fixe h dans respace projectif de 
/\’ g, et G h contient une settle orbite fermte Y= G . (qU @ I n h). De pius, 
P est oppose au groupe d’isotropie Q de q”@ (1 n f~). On peut done associer 
a ces donntes un unique f~9+ [BLV, 3.11. En faii ~EZP. + car 
l’adherence de L) f = r Dj. .Y ne contient pas Y. L’e poids A de f par rapport 
a B est I’oppose du poids dun reprtsentant de q” @ (t n h) dans A’ CJ. Avec 
ies notations de la demonstration de 1.3, un teH representant esi 
(A aEz@, Y”--2 v ) A (AflEy’xp) A H, A ... A HP osb (H,,...,Hi,) es UT 
base de t n 6. Done 
A= % CI = 2p - c @Id 2.0. 
xe@+ Y ZEYL 
D’autre part f =f;'...f:' oh les 11~ sont des entiers positifs (car fE .9+ c in 
Done n=n,i,+ ..= + nrir; la proposition s’en deduit aisement. 
Ren~~rque. La borne 2p est optimale, comme !e montre I’exempie 
suivant: on prend G = SL(iz, k) et H= SOjn, k). Puisque H n’a pas de 
caractere multiplicatif non trivial, chaque eitment de .Y, esr ~l?iqu~rn~~~ 
determine par son poids par rapport a B. L’ensemble de ces poids est 
l’ensemble des poids dominants des G-modules simphes contenant des 
points fixes non triviaux de H, c’est-a-dire des poids dominants pairs (cf. 
ar exemple [VI). Done les izi sont les doubles des poi 5 fo~darne~ta~~~ et 
2 1 + . + i, est &gal a 2p dans ce cas. 
1.6. Les rtsultats qui precedent permettent de decrire ie hbri 
tangent de certains plongements de G/H. Rappelons qu’un plongement 
(X, X) es? dit saris couleur (ou torordal) si I’adhtrence dans A’ de tout 
diviseur B-stable de G. x ne contient aucune orbite de 6. Une condition 
equivalente est qu’if existe un morphisme de plongements de (X? X) vers le 
plongement magnifique, ou vers X d’aprts 1 
Soit (X, X) un plongement saris couleur. existe une sous-variek Z de 
X, contenant x et stable par L, telle que 
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l (2, x) est un plongement de L/L n H = C/C n H. 
l 2 rencontre toute orbite de G dans X, suivant une unique orbite 
de C. 
l L’application naturelle de P“ x Z vers X est une immersion ouverte 
[BP, 3.41. 
11 en rtsulte que le compltmentaire 8X de G. x dans X, est un diviseur 
de Weil. On dttinit le faisceau t3,( -log 3X) des champs de vecteurs sur X, 
a zeros logarithmiques le long de 8X [Oda, 3.11 et son dual Qk(log ax), 
faisceau des formes differentielles a poles logarithmiques le long de 8X. 
L’optration de G dans X induit un morph&me nz : ox@, g + t?,( -log ax). 
Soit (X, x) un plongement sans couleur, et cp: X+ J? I’unique 
G-morphisme tel que p(x) = lj. 
PROPOSITION. On a une suite exacte 
0 - q”(S) -2 O,@, g m e,y( -log ax) - 0 
oti S est le fibrd tautologique sur Grass,(g), restreint ri g, et i provient de 
I’inclusion de S duns le fib& trivial deJibre g. 
D&nonstration. Les faisceaux consider& etant G-linearises, il s&it de 
prouver le proposition sur I’ouvert P” . Z. Mais il suit de [Oda, Proposi- 
tion 3.11 que 0,(-log 8X)l,,i., est trivial, de Iibre p”@ (c/c n h) 1: p”@ a. 
La proposition rtsulte alors de la decomposition g = pU 0 a @ h, valable 
pour tout h, E rp(P” .Z) d’apres 1.3. 
COROLLAIRE 1. On suppose X lisse. Soient X,, . . . . A’, les composantes 
irrtductibles de 8X. On a une suite exacte 
o-+ so*(s)-L ox Bkg- ex- 6 (ox, o,,ox(xj)- 0. 
j=l 
Dkmonstration. Voir [Oda, Theorem 3.121. 
COROLLAIRE 2. Un diviseur canonique sur X est - dX- q*(H), oti H est 
une section de xpar un hyperplan de P(/\’ g). 
Dkmonstration. Notons ox le faisceau canonique sur X (qui est de 
Cohen-Macaulay d’apres [Oda, Corollary 3.91). I1 suit de la proposition 
que cp*(A” S) est isomorphe a o,(log dX) = @x@aB 0(8X). Le corollaire 
en rtsulte aussitot. 
Remarque. Soient G un groupe reductif connexe, et H un sous-groupe 
spherique de G. Alors N,(H) est &gal a son normalisateur, et iV,(H)/H est 
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diagonalisable [BP, $51. Les resultats qui precedent se generalkent a cette 
situation (les preuves sont laisstes au lecteur): 
0 la normalisation de g= G . h est le plongement magn~~que de 
G/N, (If); 
* un plongement (X, X) de G/H est saris couleur si et seulement s’il 
domine x. La proposition 1.6 s’ttend sans aucun changement. 
Lorsque G est un tore et H= (l}, on retrouve le fait que B,( -log 2X-I 
est le fibre trivial de fibre g. 
2. L'ALG~BRE DE LIE D'UN SOUS-GROUPE SPH~RIQUE 
2.1, On conserve les notations prectdentes. On choisit un tore maxi- 
mal T de B n L; on note @ (resp. @ +, !Fy) le systeme de racines de (G. LT’) 
(resp. (B, T); (15, T)). Soit A l’ensemble des racines simples de @+ ; aPors 
II= A n p est l’ensemble des racines simples de F+ . On choisit un systeme 
de Chevalley (X,),E @. La proposition ci-dessous precise les proprietes 
dune base “canonique” de I$, deja utilisee en 1.3. 
PROPOSITION. (a) II existe un unique syst&me ( Yz)lGa+ y d’CiPment.; de 
g te!s que: 
(i) r,=unbKBO..@p.~.Yky,. 
(ii) Chaque Y, est zm uecteur propre de Tn H. 
(iii) Chaque Y, est de la forme X-, + Z, oii Z, E p” @ cu. 
(b) Pour tautes o[, /~E@,‘>,!P~ on a: 
CY,, Y,l Ek*Y,+p + 1 kY,+(inh)! 
y<j;+/j 
(on conaient que Y, = 0 si y $ @)~ 
(6) L’algtibre de Lie Ij est engendrbe par B n $ e: les Y, (‘2 E A’,,,lI). 
DPmonstration. (a) Existence. On a g = pU @ a 0 L,I = p”@ a $ (I n h) @ q” 
(voir 1.3 ). Soit Y, la projection de X-, sur h parallelement Q pU 0 cr. 41 est 
clair que les Y, vtrifient (i) et (iii). Comme X-, est un vecteur propre de 
T’, et que Tn H normalise pU @ a et h, chaque Y, esr un vecteur propre de 
TnH. 
Unicite. Si ( YL) convient aussi, alors Yk - Y, E h n (p’ 0 ai7 doni: 
r;= Y,. 
(b) [Y,, Y,] = [X-,+Z,, Xp,+ Z,?] E k”X~,-,+ [X-,, Z,] + 
[Z,, X-J i b car Z,, Z, E 6. DOE-IL? LYU? Y,] E k-*x,_, -i- 
21Wo+p.::4+ kX_, + b. L’enonce en rtsulte aussitbt. 
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(c) Notons (al la longueur de 0: E @+ . Pour tout n E N, posons h,, = 
P-4)@ OlcrlCn kY,. D’apres (b), la suite (9,) est une filtration croissante 
de l’algebre de Lie h? et le gradue associe gr h est isomorphe a (I n b) @ q’. 
Par suite gr h est engrendre par I n f~ et les classes des Y, (c( E @ +\ !Q 
d’oti (c). 
2.2. La base de fj dtfinie ci-dessus, depend du choix dun sous- 
groupe de Levi de P, adapte a H. A chaque element 40 de 9+ + est associe 
un tel sous-groupe Lp [BLV, 2.51. Or il y a un element canonique f de 
B + +, associe au point tixe fj de H dans P(/I\’ g), et a l’orbite fermte Y de 
G dans G. h = 8 (voir [BLV, 3.11 et la preuve de 1.5). La proposition 
suivante caracterise le sous-groupe de Levi “canonique” Lf 
PROPOSITION. Pour itk sous-groupe de Levi adaptC L, les conditions 
suivantes sont Pquivalentes: 
(i) L= Lf 
(ii) CaEQ+iy Lx,, YJ =C3LEQ+b\y Lx,, Ll. 
DPmonstration. On identifie g a son dual g’ grace a la forme de Killing 
( , ); d’oti une identification de A’g a A’s’, a l’aide dune forme bilinlaire 
notee encore ( , ). Choisissons des representants x, 4’ de h, q”@ (I n h) dans 
A’g. Soit 11 Er\‘g’ tel que le groupe d’isotropie de ky soit P. Alors q est un 
representant de l’unique point fixe de P dans $?, c’est-a-dire de p”@ (I n 6). 
De plus, 
L=Lfopour tout XEg, on a (x,X~)=(J~,X~) 
[ BLV, 2.41. 
Soit (Z,, . . . . Z,) une base orthonormte de 1 n h. On peut prendre x = 
2, A ... A 2, A (Acrs@+‘,,y YJ; ?!=z, A ... A z, A (/j\51c@+\\,ypxm); yl= 
z, A ... A z, A uLD+,Y Xx). 
En utilisant fe fait que (Z, A . . . A Z,, X(Z, A . . . A Z,7)) = 0, on troupe 
we 
(4 Xv)= c (Y,, cx, x;l) .et (v, J?)= 1 CL, rx X,1) 
nEcJ+‘,Y slC@+?!P 
pour tout XE~. D’oti 
= 1 (X LX,, y,-X.1). 
CiESfJC?!P 
On conclut grace au fait que ( , ) est non degtneree. 
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Soit CT un automorphisme involutif de 6; on prend pour H le nor- 
malisateur du groupe des points fixes de a dans cf. On peut choisir un sous- 
groupe de Bore1 I3 de G tel que BH soit ouvert dans G. Soit P comme en 
1.1. D’apres [BLV, 4.11, c’est un sous-groupe parabolique uc-anisotrope 
minimal de C, c’est-i-dire P et o(P) sont opposes, et P est minimal pour 
cette propriete. De plus P n o(P) = L est un sous-groupe de Levi de P 
adapt6 a H, et L est le centralisateur dun tore o-anisotrope maxima! A 
[V’, corollaire de la proposition 41. On voit aisement que I’algebre de Lie 
de A est l’orthogonal de In h dans 1. Soit T un tore maximal de L conte- 
nant A: alors T est stable par r~ [V’, proposition 2] done 0 opere dans @, 
L’ensemble des points fixes de CJ dans Qi est y/; e plus a(@+\yl) = 
PI, femme 1.31. On a done 
Y,=X-,+0(X-,) pour toute o[ E @ + !,, 
Le sous-groupe de Levi Lf est tgal a L; cela resulte de [BLV, 4.11, on pew 
aussi utiliser la proposition ci-dessus. en remarquant que 
car - CF induit une permutation involutive de @ + l\ I% 
2.3. On va donner une description concrete du cane des valuations 
de G/H [BP, 021 et des algebres de Lie des plongements Clementaires, a
l’aide de la base de h dtfinie en 2.1. Pour cela, on va dtfinir un sous- 
mondide du groupe des caracteres de T, qui va jouer un role essentiel. 
Pour tout CI E @ + \, Y, ecrivons 
Y,=X-,+A,+ c c,&~ 
/iea+ Y 
oti A, E a, et c,~ E k, sont uniquement determines. 
D~NITION. Soit A le mondide engendre par 
(i) les c( E d\ZI telles que A, # 0, 
(ii) les a + 1-3 avec CI E d’\I7, et cz8 # 0. 
Puisque chaque Y, est vecteur propre de Tn H, on a: 
oc=O sur TnHsi A,#:; et -x=/?sur TnMsi c,,fJ. 
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Done chaque element de A! est trivial sur Tn H; en particulier Jl est 
orthogonal a Y. On identifie A? a un sowmonoi’de du groupe des carac- 
t&-es de T/Tn H note X(T/Tn H); on peut aussi plonger Al dans le dual 
a’ de a. 
Lorsque G/H est un espace symetrique, le mondide A? est engendre par 
les c( - O(E) (a E @+\Y), c’est-a-dire par les racines restreintes positives. 
Soit Z l’ensemble des x E G. lj tels que C . x contienne q” 0 (I n lj); c’est 
un plongement afline du tore C/Cn H, avec pour orbite fermte le point 
lixe q”@ (In I)). D’apres [BLV; 3.21, l’operation de P” induit une immer- 
sion ouverte de P*‘x Z vers x; de plus, d’apres 1.3, Z rencontre toutes les 
orbites de G dans g Notons k[Z] l’algebre des fonctions rtgulieres sur Z; 
c’est un C-module, et l’ensemble de ses poids est un mono’ide qui carac- 
t&se le plongement orique Z. 
TH~OR~ME. L’ensemble des poids de C duns k[Z] est Pgal Li - 4’. 
Dthonstration. Notons A’ le mono’ide forme des opposes des poids de 
C dans k[Z]. Soit (Z,, . . . . Z,) une base de I n lj formee de vecteurs propres 
de T. Le representant 
x=z, A ... 
de lj dans A’g, se decompose sous la forme x = CxExcr, vx oti chaque v, est 
un vecteur propre de T, de poids x. Puisque T fixe Z, A . . . A Z,, et que 
Y,EX-.+pUOa, on voit que u-,=Zi A ... A Z, A (/\asG+,,,yrX-,) est 
un reprtsentant de (In h)@q” (on pose A =CorcG+,+,a). De plus tout x tel 
que vz # 0 est de la forme -A + CT, oti c est une somme de racines positives. 
Un tel x sera appele un poids de x. 
Soit E l’espace vectoriel engendre par les differents vx. 11 est clair que Z 
est ferme dans l’ensemble des [zu,u,] E P(E), oh les ux sont dans k, 
et u-, # 0. L’algebre k[Z] est done engendree par les fonctions 
C~yJ -+ =pIfj. On en deduit que le mono’ide AT est engendri: par les 
OEX(T) tels que L~~~+~ # 0, c’est-a-dire que -A + g soit un poids de x. 
Montrons que A’ est inclus dans A’. Pour tous X,, . . . . X, E g, on pose 
LX, 7 . ..? X,]=(adX,)..‘(adX,-,)(X,). Comme lj est engendree par Inlj 
et les Y, (CI E A \n), on peut tcrire 
X=z, A ... 
oti chaque Yi est de la forme [ YBI, . . . . Yp,,,,] avec des fii~ A tels que 
BI + . . . + &(E) = ~1. On voit ainsi que tout 0 tel que -A + ,J est un poids 
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de x, est somme de termes PI+ . . . +flp+y oti YE@+\ et Pr, appara?t 
dam [Y/j,, ~.., Yp,]. Mais alors X, est de la forme [X-,,, . ..? Xii,, 
z ,gqT,) .--9 Zppl d 2, = A, QU cp,p, X . en effet, il suffit d’ecrire YB = LB + p, 
A, + &’ csarXp,. Done 
B l+- ... +Bp+Y=(Bq+l+P;+d+ I’. +@,+&I 
oia on pose p’= 0 si 2, = A,. Par definition, chaque ,Bj+ ,!3: est darns A’, 
done ~2” est inclus dans A?. 
Montrons reciproquement que tout element indecomposable du monoide 
A? appartient a ~82”. Par definition, un tel element est de la forme x (ou 
aEA\Ii’et A,#O) ou a+p (oii aed\ et cEp#O). 
Soit a E A\IT tel que A, # 0. Puisque CY est une racine simple, le seul 
terme de poids -A-I-Z dans x=-Z, A ... A Z, A (/\.pEG+,y I’:,) est 
Z1 A . . . A Z, A A, A (,A,yt~+,~~Yvja~~X--Y). Ce terme n’est pas nul, 
cxE&‘. 
Soient 01 EA \II et /? E @ +\ y tels que cXB # 0, et ue ct -I- b soit indecom- 
posable dans ~62’. Supposons que u pn + a +@ = 0. Puisque x est vecteur 
propre de h, il existe t E k tel que Y,x = 2x. Ecrivons le terme aids 
-A i- fi dans cette Cgalite: il vient 
S’il exrste y#jI tel que c,$!C~~~~+~-~ # 0, alors fl- y E A’ c 4. En outre 
a+P=(ci+y)+(fl-y) et cc+yEA car c,,#O. ais cela contredit le fait 
que CI +j est indecomposable dans ~2’. L’egal (*) se reduit done a 
Amu-ntp + c&k&, = k,+~- Mais ,~@a_\YY==2p-cy~yl Y 
done A n’est pas orthogonal a b E CD + \ 97 e v -A est un vecteur 
plus petit poids dans /j’s, on a Xpu -,, # 0. Par suite L’ -,, + p f 0, c’est-A- 
dire fl E ~2” c A%‘. Si A, # 0, alors a E A! done CI 4-p est dkcomposable dans 
,A%‘, ce qui est absurde. Done c,~,%‘~v  A= tv -n +B, d’od t # 0. Considerons 
le terme de poids - A dam l’egalite Y,x = IX. On obtient: 
X-su-A+l= [V-A (car A, = 0). 
D'OG a E 4’ c A, ce qui est tout aussi absurde. n colnclut que v-n+a+p 
est non ml, i.e., cI + /I E A’. 
2.4. COROLLAIRE. Le cBne des valuations de G/ est le cdne dual d.4 cf%e 
engendrk par - A&. 
481.134:l-9 
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Dkmonstration. Soit 1 un sous-groupe a un parametre de C/Cn H. 
Puisque la normalisation de g est le plongement magnifique de G/H, on 
sait que A E CV(G/H) si et seulement si lim, +,-, A( t)h appartient a Z [BP, 
2.6 et 3.41. Mais cette dernihe condition signifie que pour tout Fek[Z], 
lim r+O F(n(t)@) existe. Or d’apres le theoreme 2.3, on a: 
k[Z]= @ kFx 
-X’,N 
oii chaque F, est un vecteur propre de C/Cn H, de poids x. Done 
1 E CV( G/H) si et seulement si (;I, x) 3 0 pour tout x E ( -J). 
Remarque. Le rang de l’espace homogbne G/H [BP, 521 est &gal au 
rang du mono’ide A!.- En effet, le cone CV( G/H) est saillant, si bien que A? 
engendre l’espace vectoriel X( C/C n H) 0, Q, dont la dimension est le rang 
de G/H. 
Determinons maintenant les algebres de Lie d’isotropie des plongements 
elementaires de G/H. Soit (X, X) un tel plongement; choisissons un sous- 
groupe a un parametre ;1 de C adapte a X. Posons x’ = lim, +0 ;l(t)x, et 
H’= G,, comme en 1.1. 
Pour tout u E A\Z7, posons 
YCi)=X- SL SL +6/l. +cc,px d B 
Oh 
l 6 = 1 si (A, a) = 0, et 6 = 0 sinon; 
l lasomme~portesurles/?~~+\~telsque (A,a+p)=O. 
PROPOSITION. L’algc?bre de Lie de H’ est engendrPe par I n lj, d1( 1) et Ies 
YL” (a E A \J). 
Ddmonstration. D’apres le corollaire 1.2, on a 
11 suffit done de calculer lim, A0 A( t)Ij, en se rappelant que d’apres le 
thtoreme 2.3 et son corollaire, on a: 
l (A, a)30 pour tout a~d\,I7 tel que A.#O. 
l (A,cc+p)>O pour tout aEA\Uet tout pE@+\,ptels que c,,#O. 
Done 4t)CYJ -+ r-+O [ YF)] dans l’espace projectif de g. On conclut 
grace au fait que 1 n h et les YL’) (a E A \n) engendrent l’algebre de Lie 
lim r-o A(t)b. 
Renzayue. On peut aussi dkfinir des Yy’ pour tout E E Qj+‘:!F> et 
montrer que l’algkbre de Lie de H’ est Cgale B k&J 1) 0 @ rE;rg+ P Yl:). 
2.5. On va maintenant donner quelques propriCrCs des “‘constantes 
de structure” clg introduites en 2.3, et des tlkments indtcomposables ds; 
mondide i K. 
ori n ‘,’ =C7E@+;YY “. 
DPnzonstration. Reprenons les notations de 2.2, et posons Y= [Yx, Yp], 
Puisque YE [fj, lj], on a Yx = 0. D’oii (J’; Yq) = (x, Yfj) = - ( Yx, qj = 8, 
Par suite CyED+. F (X-,, [Y,X;,])=O. Or, (Xi., [Y>;Y,])= -(If?: Y) o& 
N, = [.K,, X,]. D’autre part, le coefficient de Y sur t est LX-,, c~~XJ -t 
~c,,X~,X~p]=~g,H,-c,pHp. Done 
La proposition s’en dtduit aussit6t. 
COROLLAIRE. cap # 0 si et seulement st cBz # 0. 
D~monsrration. I1 sufflt de montrer que (A V 9 a ” ) #O pour tout 
SL E @ + ;, !P. Puisque A V est orthogonal B ‘Y, on peut m&me supposer que 
ct E A\,lI. Mais A v =x:riEG+y” -CsEVl+EV, et (6”,0:“)<0 pour to& 
SEY+. Done (A,c(“)~(C~~~~~“,X ‘d ) et on conclut A I’aide de [Bou, 
VL1,29]. 
Soit I?? un 61Cment indtcomposable de ,.I!. Dkfinissons une applkath 
lintairejf,:q”O(ln6)~g par 
* .fm(X- .I = cn,,-,x,-3 = le terme de poids IYI - c( dam Y,, 
tout cl + @+\Y 
Bkmonsira.tion. Montrons ie lemme pour X= X, et Y= I(_ !s. 
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Ecrivons Y,=X,+A,+C,,c,,,X,, et Yp=X_p+AB+CB,~BB.XB.. Le 
terme de poids nz - cx - /? dans [ Y,, Yp] est 
Mais si c,.], # 0 et cp,& # 0 avec y + S = m - a-/?, alors m = (CI + 1~) +(B + 6) 
avec c( + y, B + 6 E A’, done m est decomposable. Le dernier terme de la 
somme (*) est done nul. On voit de meme que [A,, c,.,~_+~X,+~~] = 
[c,,,,+.-$,-.-~, Apl =O. Done (*) se reduit a [fm(X-,), X-,] + 
C-LX~ f,,(~~,)l. 
Posons [I-., X-,] =N,,,X-,-,. I1 est facile de voir que 
(cf. la preuve de la proposition 2.1 b)). Si le terme de poids m - CI - p dans 
[ Y,, Yp] apparait dans un Y, avec CI + p - y E A?‘, alors il est de la forme 
A,, ou c?,~X~. Done nz=(a+p-1/)+?/, ou nz=(~+b-1/)+(~1+8), est 
decomposable. Par suite, ce terme est Nz,p~,+II,,m .-p=fm([X-r, A’-,]) 
ou est dans q” 0 (I n 6). 
On montre de m&me que f,( [X-,, Y]) = [X-,,f,( Y)] pour tous 
a E @ + \ Y, et YE I n h. L.e lemme en resulte aussitot. 
InterprPtation. Considerons l’element h, = q”@ (I n lj) de la variett 
Lie,(g) formee des sous-algebres de Lie de dimension r de g. I1 suit du 
theoreme 2.2 que l’espace tangent en Ij, a 2 a une base index&e par les 
elements indtcomposables de A!. D’autre part, l’espace tangent a Lie,(g) 
en Ijo est l’ensemble Z’(h,, g/ho) des 1-cocycles de Ijo, a valeurs dans g/h, 
[R, 961. L’application fm n’est autre que le cocycle associe a m. 
2.6. TH~OR~E. Tout &hent indkomposable du monoi’de L~L est une 
racine positive ou le double d’une racine simple, ou s’kcrit a + fl oti c1 E A \Jl, 
et fi E CO + \ Y est fortement orthogonale ci a. Dans ce dernier cas, on a : 
c ED = cga3 et H,-H,Etnt). 
Dkmonstration. Soit m un element indtcomposable de A’. On peut 
supposer que m = CI + B ou c1 E A \IT, p E @ + \ Y, CI + /I n’est pas une racine, 
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et cx f fl. Montrons que p - cI n’est pas une racine. Sinon B - X E CD+. 
Ecrivons que 
emarqusns que fm+p (X,-D) = 0, car 28 # @. osons [X-,, xN-p] = 
Nx-, et [x~, Xzwp] =N’.XU. Alors (*) se rkduit A: NC,, = N’c~~. Or Net 
N’ ssnt opgos6s: en effet 
et 
W’= (CX,, x-,x Lx)= -w-p, Ilx,, w-,I)~ 
D’oti Cga = -C+ Mais d’aprh la proposition 2.5, on a c,~(A ” f 2 ” ) = 
cpa(A “, p ” ) avec (A ” , CL” ) de m&me signe que (A “+fi” ). Dolic 
cap = cpa -- 0, ce qui est absurde. 
Ona vient de prouver que p est fortement orthogonale k LX. ~%RXIS 
maintenant que 




En particulier (CX +/3)(cfl,M, - colaHP) = 0. Comme tl et /3 sont 
orthogonales, et que cc(H,) = /?(H,) = 2, on conclut que cXP = cpo,, et que 
Hx-HH,,Eirl$. 
COROLLAIRE [BP, proposition 4.21. Le c&e dual du c&e des val~~~~~~$ 
est engendrt? par des racines Ggatives, ou des sommes de deux racines 
nkgatives fortement orthogonales. 
3. STRUCTURE m c6m ms v~kuATicms 
On considkre toujours un espace homogbne sphtrique G/H? avec 
pi= N,(H). On va montrer que le cane des valuations de G/H est un 
domaine fondamental d’un groupe fini engendrt par des rtflexions. Phs 
prkidment, il existe un systhme de racines R ans X(c/'lh:c-~M)O, 
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que le cone dual du cone des valuations soit engendrt par les racines 
negatives de K. (Si G/H est un espace symetrique, i? est bien sQr le sysdme 
des racines restreintes). 
Notons Z le cone dual de CV(G/H). L’etape principale de la demonstra- 
tion consiste a prouver que les a&es de Z forment entre elles des angles 
obtus ou droits (Z se trouve dans X(C/C n H) 0, Q c X(T)@, Q, et la 
metrique de ce dernier espace vectoriel est definie par la forme de Killing), 
En fait, grace au resultat de 3.1, il sufl’it de verifier cette propriete pour 
deux a&es qui bordent un meme face de dimension 2 de 2. Mais une telle 
face est le dual du cone des valuations dun expace homogtne spherique de 
rang 2. On se ramene ainsi au case oti G/H est de rang 2; on arrive aussi 
a reduire le rang de G, de facon a n’avoir plus qu’un petit nombre de 
possibilitts pour le couple (G, H). On a aussi besoin de proprietes des 
espaces homogenes de rang 1. Dans un contexte different, ceux-ci ont et.5 
decrits par D. Ahiezer [A]. 
3.1. Considtrons, dans un espace. euclidien V de dimension n, un 
cone convexe de type tini 9? (c’est-a-dire l’enveloppe convexe d’un nombre 
tini de demi-droites). Supposons que ?? engendre V et est saillant, i.e., ne 
contient aucune droite. Soient d,, . . . . d, les arCtes de ‘$7. Le cone W est dit 
simplicial si r = n, ou encore si les directions de d,, . . . . d, sont lineairement 
independantes. 
THI~OR~ME. On suppose que I’angle entre di et dj est obtus ou droit chaque 
fois que di, dj engendrent une m&me 2-face de (8. Alors V est simplicial. 
Remarque. Si on suppose que tous les angles (di, dj) sont obtus ou 
droits, le resultat est facile et bien connu (voir [Bou, chap. V, $3, n” 51). 
De’monstration. On raisonne par recurrence sur n, le cas de n = 2 etant 
trivial. 
Le cas de n = 3 doit &tre trait6 a part. Soit x le sommet de %?. Choisissons 
une demi-droite d issue de x, a l’interieur de %F?, et un plan P orthogonal 
a d, en un point y distinct de x. L’intersection Pn 9? est un polygone 
convexe 9 a r sommets y r, . . . . yr. On numtrote ces sommets de facon que 
[ yi, yi+ r] soit toujours une arete de 9. Si Y > 4, l’un des angles entre yyi 
et -JJJ~+~ est aigu ou droit (car la somme de ces angles vaut 2I7...). Done 
l’angle (xJ!~, .k)ji+ ,) est aigu, puisqu’il se projette orthogonalement sur 
( JIJ’~, yyi+ 1). Mais les demi-droites xyi, xyi+, engendrent une 2-face de W, 
d’oti une contradiction. On conclut que r = 3. 
Soit maintenant n 2 4. Pour tout hyperplan H ne contenant pas le som- 
met x de %‘, l’intersection W n H est vide ou non bornee, ou est un polybdre 
convexe 9, dont le type combinatoire ne depend pas de H. Toute p-face de 
% est le cone sur une (p - 1)-face de 9. Par hypothese de recurrence, on 
peut supposer que pour tout p E { 1, . . . . n - t, >, les p-faces de % sont des 
cones simpliciaux. Par suite, les ( p - I)-faces de 3 sont des simplexes pour 
1 9 p d II - 1; un tel polyedre 2 est appele simplicial (cf. [Bra, 5123 ). 
Deux possibilites se presentent: 
(a) Tout sommet de 9 est contenu dans exactement F - 1 a&es de 
.y. Alors d’apres [Bra, Theorem 12.193, .p est un simplexe, et c’est termint. 
(b) On peut trouver un sommet y de 2 contenu dans au moms E 
aretes de 9. Soit d la demi-droite issue de x et contenant y; alors d esr 
in&se dans au moins n 2-faces de %. Soit H’ !‘hyperpian orthogonal a d 
en y, et %” le cone tangent a % r~ H’ en y. Puisque %’ n’est pas simphciai., 
on peut trouver deux a&es de %’ qui forment entre ehes un angle aigu et 
qui bordent une meme 2-face de %‘I. Les 2-faces correspondantes (d. cl’ ) et 
(ci, d”; de E forment entre elles le m$me angle aigu et bordent une m&me 
3-face de %. Comme n 3 4 et que ZJ’ est simpiicial, (d’, d”) est aussi une 
2-face de %. et l’angle entre d’ et d” est aigu, ce qui est absurde. 
3.2. Dans ce paragraphe, on montre que pour dtcrire le cone des 
valuations dun espace homogene spherique de rang 2, on pent supposer 
que le rang de 6 est petit (egal a 2, 3 ou 4 suivant les circonstances 1. 
Soit G/H un espace homogtne spherique de rang 2, avec M = N,(H). 
Avec les notations preddentes, le monoi’de .,kL est de rang 2. On pert 
choisir cc,,lx,~A\17 et ~r,fiz~(@,\~‘)u (0) telles que cci+bi, r~,-!-.$~ 
engendrent les demi-droites extremales de ,K, Notons @’ le sous-systb 
racines de @, intersection de @ et de respace vectoriel V’ engendre par 
0~~. No, fil et p2. Soit G’ le sous-groupe de G contenant 
de racines est @‘. On note W’ = G’ n H, B’ = G’ n B etc 
TnH=TnH’. 
PROPOSITION. (i) B’H’ est ourert duns G’. 
(ii) L’espace honzogkne G’/H’ est sphirique de rang 2. 
(iii) Le sous-groupe L’ esr adaptk ti H’. 
(iv) G/H’ et G/H ant le mEme c&e des vaiuations. 
DPmonstration. (i) Soit 7 E @I+. Ecrivons 
Si c;,~ # 0, alors 1’ + 6 E ,H. Puisque J! t V’ et que 7 fz V’, on en de&it q.Xe 
6~ V’ A @, = @I+. Done Yj,~h’? et X-?E h’+ 6’. On volt ainsi que 
g’= b’+b’3 d’oti (i). 
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(ii) D’apres (i), l’espace homogene G’/H’ est sphtrique. Son rang est 
le rang de G, moins le rang de B’ n H. Mais B’ n H= (B”’ n H)( Tn H), 
done B’ n H a le rang de T n H. On conclut que G/H et G’/H’ ont le meme 
rang. 
(iii) et (iv) Soient 1,, & des sous-groupes a un parametre de C’/Cn H 
qui engendrent le cone CV(G/H). Posons hi = lim, +0 ;li(t)lj; alors 
Hi = N, (hi) est un sous-groupe de rang 1 de G, d’indice tini dans son nor- 
malisateur. On montre comme en (ii) que HI est un sous-groupe de rang 
1 de G’, et que H,! ne contient pas de sous-groupe unipotent maximal de 
G’. (En effet, avec des notations evidentes, JH~ contient cli + /Ii done n’est 
pas rtduit a (01; par suite NG,(H,!)/Hl est fini.) Puisque la normalisation 
de G . lj u G . hi est un plongement lementaire de G/H, la normalisation de 
G’ . lj u G’ . hi est aussi un plongement elementaire de G’IH’, dont Ai est un 
sous-groupe a un parametre adapt& On deduit de [BP, 3.61 que 
N,. (H’)/H’ est lini, et que /2,, A2 engendrent le cone CV(G’/H’). Enfin, 
l’operation de P” induit une immersion ouverte de Pfu x Z dans ??-& 
(d’apres (i)), et on voit comme en 1.3 que m est un plongement simple 
de G’/H’. 11 en resulte saris peine que m est (a normalisation prls) le 
plongement magnifique de G’/H’, et que L’ est adapt& g H’. 
LEMME. Soient a E A\I7 et /I E (@+ \ Y) u (0) telles que A, # 0 014 
cxp # 0, et que u + p soit une racine et engendre une demi-droite xtrkmale de 
Q’& (le c&e engendrbpar J). Alors A,+,#0 ou c,,~,~+~#O. 
Dthonstration. On peut supposer que le rang de G/H est 1, et que 
CI + p engendre Q’.k. 11 s’agit de prouver que Ya+p # X_,z.,. On se 
ramene comme ci-dessus au cas oli CI et j engendrent X(T) 0, Q; alors G 
est de rang au plus 2. D’apres la classification de [A], le groupe H est 
reductif ou a le m$me rang que G. Si H est reductif, il en est de m&me du 
centralisateur S de Tn H dans H. Comme t n lj est le noyau de CI + /I et 
que c( + /I est une racine, on voit aisiment que S a pour algebre de 
Lie (tnIj)@kl’a+S. Done Yz+B est semi-simple; en particulier 
I”, + B # X ?- p. Si H a le m&me rang que G, alors S contient un tore 
maximal de G. et on conclut de meme. 
A l’aide de ce lemme, on va amtliorer l’enonce de la proposition. D’apres 
le theoreme 2.6, les cli + /Ii sont des racines, ou des doubles de racines sim- 
ples, ou des sommes de deux racines fortement orthogonales. Si c~i + /3i et 
CI~ + b2 sont des multiples de racines, notons @” l’intersection de @ et de 
l’espace vectoriel V” engendre par czi + j?i et cz2 + pz. De m&me, si cti + /Ji 
est multiple d’une racine, mais non c(~ + pz, notons W = @ n Y” oti P”’ est 
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engendre par n, + PI, z2 et p2. Entin, si a, + /3i et a2 + j2 ne sont pas mul- 
tipies de racines, on prend @” = @ et V” = V. -4vec des notations evidentes., 
inon~ons le 
COROLLAIRE. L’espace homogkne G”,iH” est sphkque de rnrzg 2: de piur 
G”,!W et G,iH ont le mEwe c%e des calzmions, et H” contient la composar~t~~ 
neutre du centre de G”, 
Dtmorzsttation. 11 s&it de recopier la preuve de la proposition; 1: 
lemme signifie que H(’ ne contient pas de sons-groupe unipotent maximal 
de G”. Le quotient N,(H”)IH” est Toni, done H” contient la composank 
neuhre du centre de G”. 
3.3. rhbhfE. Soit G/H un espace hon?og&e sphkrique de rang 2. L/-T 
a&es dbc c6ne engendrk par ,K ,fomerzt entre eiies 1.1.~ angE’e obtu ott rtkoit. 
DPmoiutration. Grace au resultats de 3.2, on peut se placer dams l’un 
des cas suivants: 
ii) G est de rang 2. 
(ii) G est de rang 3, et l’une au moins des a&es de 
dree par M + fl avec c( E A ‘,,l7, fi E @ + i, !P et /I fortement art 
plus, x, /I et c & engendrent X(T) 0, Q. 
(iii) G est de rang 4, et le cone + ,fl est engendre par a i + p,, 
r2+ /I2 avec R:, fij comme en (ii). D plus, z l ) x2. j, 1 ,G2 engendren; 
On dispose en outre de deux espaces homogenes sphtriques de rang i3 
G/H?, tels que Q +&fyi soit engendrt par c(; + pi (voir 2.4). On 
m Hz=dim H+ 1. 
LEhwE, (a) Soit S un sous-groupe semi-sinyle conne.Ye de MI, .f/ e.i:iste 
geG telque gSgp’c&H. 
(b) Si H est &soluble, aiors ies Hi sent r&ohdbies. 
DPnzonstration du lenme. (a) On peut trouver un piongement eltmen- 
taire X de G,IH dont l’orbite fermte X’ a pour groupe d’isotropie H,!, oil H; 
et H: ont m&me composante neutre. Soit x’ E X tel que G,. = H:. L’espacs 
tangent T:.X contient T,,X’ comme sow-espace de codimension I, stable 
par Hr. uisque S est semi-simple, il existe une droite vectorielle d de T,.X 
telle que S Iixe chaque point de d et que T,.X= d@ T, X’. On peut trouve: 
une courbe lisse r de X, telle que u’ E -r, que T;.r= d et que S fixe rhaque 
e r. 11 est clair que r rencontre i’orbite ouverte de X, d’oii (a). 
Se diduit immediatement de (a). 
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Cas (i). Puisque le rang de G est &gal au rang de G/H, le groupe Tn H 
est fini. Done P= B, et la dimension de H est le nombre de racines 
positives. Si H est resoluble, alors H, et Hz sont resolubles d’apres le 
lemme. A I’aide de [A], on voit facilement qu’il existe des sous-groupes 
paraboliques minimaux Pi de G, et des sous-tores maximaux Ti de Pi, tels 
que Hi = Py . r,. De plus Q + ?A& est engendre par la racine simple associee 
a un sous-groupe de Levi de Pi. Puisque H, et Hz sont distincts, on en 
dtduit que Q + ,&! est le cone engendre par les racines positives; le theoreme 
est alors evident. 
On peut done supposer que H n’est pas resoluble; passons en revue les 
differentes possibilitts pour G. 
(a) G est de type -4, x A,. Alors dim H = 2 done H est resoluble; ce 
cas ne se produit pas. 
(b) G est de type -4,. Alors dim H= 3 done H est de type A,. Puis- 
que N,(H)/H est fini, il est facile de voir que Ho = SO( 3). Dans ce cas, 
Q,&! est engendre par les racines positives (voir 2.2). 
(c) G est de type C,. Alors dim H= 4, done H est isogene a 
Z,(k) x k* ou a FL,(k) x k. Dans le premier cas, d’apres [Kr, Table], 
H= GL, (k) est le stabilisateur de deux droites non orthogonales de k” (on 
rappelle que G est le groupe symplectique de k”). Ce cas a et& trait6 dans 
[BP, exemple 4.3.31. 
Dans le deuxieme cas, H n’est pas reductif, done il est inclus dans un 
sous-groupe parabolique P de G [H, 30.33. De plus, il existe un sous- 
groupe de Levi 2 de P tel que (z, 2) c H, et (L, 2) opbre trivialement sur 
H“ c pU. Cela impose que P soit le stabilisateur d’une droite de k’; alors 
l’ensemble des points fixes de (1, L”) dans PU est une droite, done H est 
normalist par un tore maximal de P. Mais cela contredit le fait que H est 
de rang 1 et que N, (H)/H est lini; ce cas est done exclu. 
(d) G est de type Gz. Alors dim H= 6. 
Si H est reductif, alors H est isomorphe a SL,(k) x SL2(k) d’apres la 
table de [Kr]. L’espace homogtne G/H est symetrique, et Q + ,zX est engen- 
dre par les racines positives. 
On peut done supposer que H nest pas rtductif. Comme precedemment, 
on a un sous-groupe parabolique maximal p de G, et un sous-groupe de 
Levi 2 de H, tels que (1, z) c H c P. En outre H” c pU, et H” est normalist 
par (2, L”) (qui est un sous-groupe semi-simple maximal de H). Puisque H” 
a pour dimension 2 ou 3, cela ne se produit qui si (L”, 2) a pour racines c(~ 
et -c(~, avec les notations de [Bou]. 
Si dim H” = 3, alors hU est la somme d’une representation triviale, et 
d’une representation irreductible de dimension 2, de (z, E). L’espace des 
ESPACES SYMkTRIQUEES 13-7 
points fixes de X,, dans 5” a done pour base X,,, + 11 et AX,, + aI + pX,,, + 2x2, 
Supposons que i f 0. Alors XJa, + 3a2 = i ~ ’ CX?,, + 112, AX,, + E2 + PX~,~ +llzl 
est dans h”, done aussi X,, + l?. D’oh h” = b” est de dimension trop grande. 
Done A= 0, et h” a pour base XZllial, X31, + Zrl, Xjzl + 12. Mais aiors I$” est 
normali& par un tore maximal de 1. Comme H est de rang I et NG(M).!H 
est fini, on a une contradiction. 
On voit ainsi que dim H” = 2, done que I-f contient L”. On montre cemme 
prtcedemment que h” a pour base XJal + I, et X,,, + zx2. 
ou les racines de SL,(k) sont les racines longues de G2~ On dedurt 
Proposition 4.11, que le cone Q + AL contient le cone correspond 
respace homogene sphtrique (de rang 1) GJSL3, i.e., 2%: t cr2 
autre part, les G,lH, sont des espaces homogenes sphtriques de rang 1 
ec P= B, done Q + -tii est engendre par c(r 7 cfl ou #a1 +CI?. Par suite . # es: 
engendre par c(, et u(1 + o/~, ou par zI et x2. Le ttkorhne est done vrai dans 
ce cas (auf!). 
Gas (ii). On peut supposer que /?r est fortement orthogonal a rl~ Si 
Pf B, comme G est de rang 3, les seules possibilitts pour H, c G so3t: 
SU(5) c SO(6), G, c Spin(7), et 
Done H, est semi-simple, ce qui est absurde d’apres ie lemme, 
On a ainsi P = B, done fll est simple, et /I2 est sim 
(.r,, jr)=0 et que al, PI, az+Pr engendrent X(T)@, 
pie): zl$ {Y.~, fi2}, d’oh (a,, c~,+/3~)d@. En outre, d’ 
HZ, - If,, E i n b. Done 
(“2 + B2NHa1 -Ha:) = 0 
et (E!, zx,+p,), (PI, x,+irj2) sont de m&me signe. On conclut que 
(a,+r?:,cl~+flzjdo. 
Cas (iii). Remarquons que {~r, a?, PI, F2 1 est une base 
Si fll est simple, alors (IX,, CI~ + /I?) < 0. On en deduit comme ci-dessus que 
(0~~ i- 8,) E? + bz) < 0. Supposons done que fir et Pr ne sont pas simples. 18 
existe des sous-groupes paraboliques Pi (t= 1, 2) avec des sous-groupes de 
Levi Li tels que: 
* Hj=F~(HinL1;j; 
9 Hi n 1; contient la composante neutre du centre de Zi; 
= le couple (Zi, Z,), Hin (Ii, Zi) est l’un des suiwants: 
SQ(6), SW5 J; SpW 1, G2; x?(8): SU(7). 
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Le cas de S0(8), SO(7) est exclu, car alors G = SO(g), et H, est semi- 
simple, ce qui contredit le lemme. Si Ii= SO(6) (resp. Spin(7)), alors 
L CL, et (L, L) est isomorphe A SO(4) (resp. SL(3)). Puisque L ne doit 
pas changer, on a 1, = z2, d’ou P, = P2 et H, = H,, ce qui est absurde. 
COROLLAIRE. Soit G/H un espace homogbne sphkrique, oti H est n’indice 
fini clans son normalisateur. Le c&e des tialuations de G/H est simplicial. Le 
plongement magn$que de G/H n’a que des singularitb quotients par des 
groupes ubkliens finis. 
Dkmonstration. Montrons que le cone Q +A! est simplicial. D’apres le 
theoreme 3.1, il s&t de prouver que deux a&es de Q + A qui engendrent 
une m&me 2-face, forment entre elles un angle obtus ou droit. Soit F une 
2-face de Q + A. D’apres [BP, 4.21, il existe un espace homogene G/H’ tel 
que H’ soit d’indice fini dans son normalisateur, et que Q+X = F. On 
conclut grace au theoreme 3.3. 
Par dualite, le cone CC’(G/H) est simplicial. Soit 8 le plongement 
magnifique de G/H. D’apres [BP, Proposition 3.41, 2 est localement 
produit d’une varitte lisse par une plongement torique affine 2; le cone 
associe a 2 n’est autre que CV(G/H). L’assertion sur les singularites de 8 
resulte de [Ke], remarque a la tin du $1. 
3.4. On considere toujours l’espace homogene spherique G/H, oti H 
est d’indice tini dans son normalisateur. On va construire un systeme de 
racines dont une chambre est le cone des valuations. Notons d l’ensemble 
des elements indtcomposables de A! qui engendrent une a&e de Q+A. 
Soit 1’ E 2; on peut choisir c( E A \ZZ et /? E (@+ \,ul) u (0) telles que 
7 = CI + 8. On va definir une reflexion FY associee a y. Pour tout 6 E @, on 
note sg la reflexion orthogonale telle que sg (6) = -6. 
Si fl = 0, posons F,,, = s,, et 7 ” = 2a/(c(, a). 
Si /I = CI, posons S, = s,, et 1’ ” = ~/(a, a). 
Si /?fz@+\!Yet ~~=cc+~fz@, posons $=sY, et 1”’ =2y/(~l,)r). 
Si /? est fortement orthogonale a LX, posons SY=sXsp, et 1’ ” = 
2(a + B)l((K a) + (A P)). 
Remarquons que d’apres le theoreme 2.6, on a dttini jI, pour tout 1/’ E2. 
Les S, sont dans le groupe de Weyl W de @. 
PROPOSITION. Soit y E 2. Les rkseaux X( T/Tn H) et eyea Z . y sent 
stables par S,. La restriction de Sr ri X( T/Tn H) 0, Q est la rkflexion s.,,,? u
(telfe que sy,? v (x) = x - (y ” , x)1’). 
Dkmonstration. Soit m E A!. Si /? = 0, alors jY(m) = nz - (m, CI ” )a avec 
c( E A, et (m, CI ” ) E Z car m est une somme de racines. Done i.,,(m) E 
X( T/T n H). 
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De m&me. si /?E@+\,,Y et 1’ = G! + /3 E @, dOrS S;. (WI 1 = ,V7 - (!?Sy )’ ” ) j 
appartient a X( T/Tn H). 
Si /, est fortement orthogonale a 3~, aiors 
On sait d’apres le theoreme 2.6, que N, - N, E t r\ h 
&oh 
Enfin (;r;, ;J ” ) = (m, Lx ‘* ) E z. 
II reste a traiter le cas oti /?= or. Alors S:.(m) = nr -2(~:, r)a,‘(cc, a), 3 
2~ E A. I1 suffrt done de montrer que l’entier (nz, u ” ) est pair. 
Interpretons II? E X( T/Tn H) comme un element de 
3” = ‘,f~ k(GjH I S vecteur propre de B, et .f( 1; = 9 1 
On peut trouver un entier n > 0 tel que HZ + nil soit le poids par rapport 
a B dun element f,, de 9+ + ; en effet, A esr le poids de J”’ E SPY + (voir 2~2 ).
Si x designe le poids de f par rapport a H. le poids de j;: par rapport a 
H est I:;<. Puisque (A, a L1 ) est entier et qu’on pent supposer y? pair, i! sufF 
de montrer que (IN+ nn, CI ” ) est pair. 
Soit M le G-module simple avec 5,: E Ad et ij,: E M’ tels que j,,(s) = 
(II,, , SI,, ) pour tout s E G [BLV, Lemme 2.21. Ecrivons s-)? = p--i), _ ,i,i -7 
co L’-n,-n.l+s la decomposition de X, en vecteurs propres de L, comme en 
2.3. Qn a: Y,s,, =nt,x,, ou t, est la valeur en P’, de ia 
x en I. Mais t, =0 d’apres le lemme ci-dessous. c’est-a-dire E’,X.mtm = 0. 
Rappelons que E’, = X-, + Cae @+ p cX8Xc1 avec c,, # 0. En considerant 2es 
termes de poids - nz - rr/l + pa (p E N) dans I’equation “(six;, = 0, on 
obtient: 
Soit G, le sous-groupe connexe de G dont l’algtbre de Lie en: engendrk 
par X, et X,. On vient de voir que ~1, est fixe par Le tore maximal de QI 
dent I’algebre de Lie eot X, + c,,X,. Mais I’ pi), ,2tE est un vecteur de piw 
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petit poids pour le groupe G, de type A,, done (m + n/i, x ” ) est un entier 
pair. 
On vient de prouver que pour tout m E M, on a: (m, JJ ” ) E Z, et F), (wz) = 
m - (nz, 7 v )I!. Puisque ,N engendre le groupe X( T/Tn H), la proposition 
en resulte aussitot. 
LEMME. Si LX E A\>Il, A, = 0 et c,, # 0, alors Y,x = 0 dans A’g. 
Dbmorzstration du lemnle. Ecrivons Y,x= t,x pour un t, E k. En 
considerant (une fois de plus) les termes de poids -A + pa dans cette 
equation, on trouve: 
(A--,+cJr,)x’=t,x’ oii x’= ,& lJ-,,+pcr. 
Soit ,U un sous-groupe a un parametre de C tel que (,u, CX) = 0 et que 
(,u, p)>O pour tout /?E A\,(I7u {N}). Alors ,u(t)fj -+r-O h’ dans P(A’q), ou 
h’ a pour representant x’. Done 
I$=(InIjjO 
( 




I1 est clair que (X-, + c,,X,)x’ = 0, d’oti t, = 0, et Y,.x = 0. 
3.5. Designons par p le groupe d’automorphismes de 
X(T/TnH)@,Q engendre par les s?,~,. (?~a). 
T~~oRGME. II existe un systhne de racines G dont d est une base, et FV 
est le groupe de Weyl. 
Remarque. 6 n’est pas toujours unique; mais le systeme de racines 
rtduit associt a G est uniquement determine. 
Dtmonstration. Puisque chaque element de IT est la restriction a 
X(T/Tn H) 0, Q d’un Clement de W, le groupe IT est tini. Soit @ 
le groupe delini par les generateurs S = (S,,)I,ca et les relations 
@%) ‘r’(y,6) = 1 ou m(y, 6) est l’ordre du produit S,Ss dans @. Le couple 
( W, S) est un s&me de Coxeter (cf. [Bou, chap. IV] ). 
Les elements de 2 constituent une base de X(T/Tn H)@, Q, et forment 
entre eux des angles obtus ou droits d’aprb le theoreme 3.3 et son 
corollaire. On verilie aislment que X( T/Tn H) 0, Q est la representation 
geomttrique de @, et que la forme bilineaire associte a Rest la restriction 
de la forme de Killing; elle est done positive non degeneree. D’aprts [Bou, 
chap. V, 541, l’homomorphisme canonique de @ sur IT est un isomor- 
phisme. On conclut en remarquant que IT’. 1 est un systeme de racines 
(d’apres la proposition 3.4) de groupe de Weyl @. 
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COROLLAIRE. Le c&e Q + ,K est engendrt par ies racines posiriuef de $, 
ef !e &tie deles valuations de G/H esr la chambre nkgarioe de iT7. 
3.6. Les rksultats qui prkddent suscitent de nombreuses questions et 
conjectures. En voici quelques-unes; renvoyons j [Kn] pour d’ailtres 
dheloppements. 
(i) On voit facilement que les conditions suivantes sent kquivalentcs: 
* Le plongement de Demazure est lisse. 
a Le mondide “// est libre. 
Q 3 engendre ;.K. 
5 C n H est l’intersection des noyaux des ;f (y E a). 
Cofzjectwe A. Ces conditions sont toujours rkalisi-es. 
Bien sfir, cela entrainerait que le plongement magnifique coincide avec Ie 
plongement de Demazure. 
(ii) Le “petit groupe de Weyl” IT’ a irk construit de faGon trk 
indirecte. I1 serait agrkable d’en avoir une description pius naturelk, qui 
explique pourquoi le c6ne des valuations est une chambre de t?? 
Rappeions qu’8 tout sous-groupe g un paramktre j. de ;C;:Cn pi: es1 
associke une valuation discrete c,, invariante par G, dn corps k(C;!H) (voir 
[ LV. 5.41). 
Colgecwe B. Pour tout w:E CT, les valuations ~7~ er L’,,(,~ sont kqui- 
valentes. 
Autrement dit, uI est kquivalente g la valuation associke A hnique point 
de 8’. II n CV(G/H). 
Voici une autre faGon de voir apparaitre IT’. Rappelons que Y dksigne 
l’orbite fermke de G dans X; on a Y = G. (9” @ (1 n t))) N G/Q. Ees points 
5xes de L dans Y sont tous conjuguks par le “‘grand groupe de Weyl” CV. 
Conjecture C. L’orbite CT’. (q”@ (In b)) est I’ensemble des points fixes 
de C (i.e., de I,) dans C. x n Y. 
Remarquons que de toute faGon, la situation, est Seaucoup mains 
rlgulitre que pour les espaces ymktriques: le groupe FV n’a pas toujours nn 
systkme de reprksentants dans H, et peut $tre plus petit 
normalisateur de a par son centralisateur. Gela se pr 
pour G = Sp,(k) et H= GL2(k). 
(iii j De Concini et Procesi ont montri qu’on peut realiser le plonge- 
ment magnifique d’un espace symttrique de la faGon suivante: on prend UQ 
point fixe x de H dans M, oh M est un G-module si le “assez gCnk-al”. 
L’adhkrence de l’orbite de [x] dans l’espace projecti M) est le pionge- 
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ment magnifique [DPl; 521. On peut prendre pour M le sous-module de 
A’g engendri: par la droite q” @ (I n 6). 
Ce rtsultat ne se gtrkralise pas tel quel. Prenons en effet pour G le 
groupe PSL(3, k), et pour H le stabilisateur de la droite de g engendrke par 
un klkment nilpotent rkgulier. On vCrifie que H est un sous-groupe sphkri- 
que de G, de dimension 3, tgal A son normalisateur; de plus P = B, et 
P n H= { 1 }. Si M est le sous-module de A3g engendrt par q”, on a une 
unique projection Cquivariante n : A’g + M; elle envoie t, sur une droite kx 
de M. D’oti un morphisme IT : x + G . [Ix] c P(M). On peut montrer que g 
est lisse mais que G . [x] n’est pas normal; 7c est la normalisation de 
G . [xl. 
Question. Existe-t-i1 toujours un G-module simple M tel que le plonge- 
ment magnifique se rkalise dans l’espace projectif de M? 
(iv) Peut-on choisir une “base de Chevalley” de g telle que les 
“constantes de structure” c,~ (voir 2.1) soient rationnelles? 
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